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KV Cache is a Memory Bottleneck

3

LLM의 Inference

Masked Multi-Head Self-Attention

A B C

D

Key

Value

KV Cache

. . .

. . .
MMHSA

FFNN

기존의 저장된 Key, Value 벡터와 attention 연산 (KV Cache)

입력 토큰이 길어지면 KV Cache가 대부분의 메모리를 차지

GPT-5 400K tokens, Claude 200K tokens, Llama-3.1-8B 130K tokens

Layer 수 X Token 수 X 2 (Key, Value) X 임베딩 메모리 (차원 X 자료형)

ex) meta-llama/Llama-3.1-8B

32 𝑙𝑎𝑦𝑒𝑟 × 130𝐾 𝑡𝑜𝑘𝑒𝑛𝑠 × 2 × (4096 𝑑𝑖𝑚 × 16 𝑏𝑖𝑡𝑠) ≈ 70𝐺𝐵

Model Compression Token Compression Quantization
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Entropy & Mutual Information

Entropy 𝑯(𝒙)

확률변수가 가지는 불확실성의 정도 (평균적으로 얼마나 많은 정보가 필요한가)

𝐻 𝑋 = −σ𝑥 𝑝 𝑥 log 𝑝(𝑥)

Mutual Information 𝑰(𝑿; 𝒀)

두 확률 변수 𝑋와 𝑌가 서로에 대해 얼마나 많은 정보를 공유하는가 (상호 정보량)

𝐼 𝑋; 𝑌 = σ𝑥,𝑦 𝑝 𝑥, 𝑦 log
𝑝(𝑥,𝑦)

𝑝 𝑥 𝑝(𝑦)
= 𝐻 𝑋 − 𝐻(𝑋|𝑌)

𝐼 𝑋; 𝑌 = 0: 두 확률 변수 𝑋와 𝑌가 완전히 독립

Y / X 𝑨 𝑩 𝑪

𝛼 1/12 1/12 2/12

𝛽 2/12 2/12 4/12

Y / X 𝑨 𝑩 𝑪

𝛼 2/12 1/12 2/12

𝛽 1/12 2/12 4/12

𝑝 𝑋 𝛼 = 𝑝 𝑋 𝛽 → 𝐼 𝑋; 𝑌 = 0 𝑝 𝑋 𝛼 ≠ 𝑝 𝑋 𝛽 → 𝐼 𝑋; 𝑌 > 0

< 정보 이론 관점, Huffman Coding >

- 𝐴 = 0, 𝐵 = 10, 𝐶 = 11

- 𝐴𝐵𝐴𝐶𝐶𝐴𝐶 0101111011

𝔼 𝑏𝑖𝑡𝑠 = 0.4 ∗ 1 + 0.2 ∗ 2 + 0.4 ∗ 2

= 1.6 𝑏𝑖𝑡𝑠

𝐻 𝑋 𝛼 = 1.522…𝑏𝑖𝑡𝑠

𝔼 𝑏𝑖𝑡𝑠 ≥ 𝐸𝑛𝑡𝑟𝑜𝑝𝑦
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Quantization & Distortion

Quantization

더 적은 bit 또는 차원으로 데이터를 표현하는 방법 (연산 or 메모리 효율)

필연적으로 정보의 손실이 발생 (Distortion)

Lemma 2. Shannon Lower Bound (SLB, Shannon’s lossy source coding theorem)

확률 분포 𝑝𝑋를 따르고 유한한 미분가능 엔트로피 ℎ(𝑥)를 갖는 랜덤 벡터 𝑥 ∈ ℝ𝑑 에 대해서, 𝐵 bit로 압축 후 복원한 벡터

𝑦와의 MSE 오차 𝐷(𝑝𝑋, 𝐵)는 다음과 같다.

𝐷 𝑝𝑋, 𝐵 ≔ inf{𝔼 𝑥 − 𝑦 2
2 : 𝐼 𝑥; 𝑦 ≤ 𝐵}

이때 𝐷(𝑝𝑋, 𝐵) 는 mutual information 𝐼(𝑥; 𝑦)가 최대 𝐵인 모든 𝑥와 𝑦의 결합분포의 infimum(하한)이며, 다음과 같은 값을

갖는다.

𝐷 𝑝𝑋, 𝐵 ≥
𝑑

2𝜋𝑒
2(2/𝑑)(ℎ 𝑥 −𝐵)
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Gamma Function Γ

Factorial 함수를 복소수 범위로 확장한 함수 (음의 정수에 대해서는 정의 X)

Γ 𝑧 = න
0

∞

𝑒−𝑡𝑡𝑧−1𝑑𝑡

Γ(𝑛) = 𝑛 − 1 !

d차원 Sphere

d 차원 구의 부피와 표면적을 구하는데 Gamma Function을 사용

Volume: 𝑉𝑑 𝑟 =
𝜋𝑑/2

Γ(
𝑑

2
+1)

𝑟𝑑

Surface: 𝑆𝑑 𝑟 =
2𝜋𝑑/2

Γ(
𝑑

2
)
𝑟𝑑−1

d=2 d=3

Volume 𝜋𝑟2
4

3
𝜋𝑟3

Surface 2𝜋𝑟 4𝜋𝑟2

Γ(1) Γ(1.5) Γ(2)

1 𝜋/2 1

1!=1

2!=2

3!=6

4!=24

Γ 𝑥 + 1 = 𝑥!
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Beta Distribution

[0, 1]에서 정의되는 연속 확률 분포

𝑓 𝑥; 𝛼, 𝛽 =
𝑥𝛼−1 1 − 𝑥 𝛽−1

𝐵(𝛼, 𝛽)

𝐵 𝛼, 𝛽 =
Γ 𝛼 Γ(𝛽)

Γ(𝛼 + 𝛽)

주요 특성

𝔼 𝑋 =
𝛼

𝛼+𝛽

𝑉𝑎𝑟 𝑋 =
𝛼𝛽

𝛼+𝛽 2(𝛼+𝛽+1)

확률 자체를 확률적으로 모델링하기 위한 함수

앞면 1 1 + 0 = 1 1 + 1 = 2

뒷면 1 1 + 2 = 3 3 + 2 = 5

𝑝(앞면) 균일 0에 가깝다 0.2에 가깝다

앞면 +0 / 뒷면+2 앞면 +1 / 뒷면+2
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KV Cache를 더 적은 메모리로 저장

TurboQuant

연산 과정에서의 메모리 문제를 해결
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Objective: minimize MSE

TurboQuant mse
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Generate Random Rotate Matrix ς ∈ ℝ𝑑×𝑑

Global Parameter Setting

Lemma 1. 임의의 양수 𝑑에 대해서 𝑑 − 1 차원의 단위 구 위의 균일하게 분포된 랜덤 변수 𝑥의 각 좌표는 위와 같은 Beta 

distribution을 따른다. 또한 d가 커지면 beta distribution는 다음과 같은 정규 분포로 수렴한다.

𝑥𝑗 ∼ 𝑓𝑋 𝑥 ≔

2𝜋(𝑑−1)/2

Γ (𝑑 − 1)/2
1 − 𝑥2 (𝑑−2)/2

2𝜋𝑑/2

Γ 𝑑/2

1

1 − 𝑥2
=

Γ 𝑑/2

𝜋Γ (𝑑 − 1)/2
1 − 𝑥2 (𝑑−3)/2

d-1차원 구의 부피

반지름이 𝟏 − 𝒙𝟐인 d-1차원 구의 표면적

좌표 변환에 의한 Jacobian 보정

𝑥

𝑟 = 1 − 𝑥2

𝑓𝑋 𝑥 → 𝒩(0,
1

𝑑
)
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Global Parameter Setting

Construct codebook 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐2𝑏 ∈ [−1, 1]

𝒞 𝑓𝑋, 𝑏 ≔ min
−1≤𝑐1≤𝑐2≤⋯≤𝑐2𝑏≤1

෍

𝑖=1

2𝑏

න
𝑐𝑖−1+𝑐𝑖

2

𝑐𝑖+𝑐𝑖+1
2

𝑥 − 𝑐𝑖
2𝑓𝑋 𝑥 𝑑𝑥

𝒙𝟏 𝒙𝟐 𝒙𝟑 𝒙𝟒 … 𝒙𝒅 𝒙𝟏
′ 𝒙𝟐

′ 𝒙𝟑
′ 𝒙𝟒

′ … 𝒙𝒅
′

Random Rotation

𝑐1 𝑐2 𝑐3 𝑐4
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동일한 Centroids를 활용하여 회전된 벡터의 각 차원의 Centroid index를 저장

Quantization

-0.0234

0.7165

0.2168

-0.2364

-0.3214

0.6168

-0.0123

0.0078

×

𝒙 𝒚 = ς𝒙
ς

2 (01)

4 (11)

2 (01)

3 (10)

𝒊𝒅𝒙

𝑐1 -0.78

𝑐2 -0.31

𝑐3 0.31

𝑐4 0.78

4 x 32bit 4 x 32bit 4 x 2bit
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동일한 Centroids를 활용하여 회전된 벡터의 각 차원의 Centroid index를 저장

Reconstruct

-0.0219

0.7321

0.2002

-0.2107

-0.31

0.78

-0.31

0.31

×

෥𝒙=ς𝑻෥𝒚෥𝒚
ς𝑻

2 (01)

4 (11)

2 (01)

3 (10)

𝒊𝒅𝒙

𝑐1 -0.78

𝑐2 -0.31

𝑐3 0.31

𝑐4 0.78

4 x 32bit4 x 32bit4 x 2bit

-0.0234

0.7165

0.2168

-0.2364

𝒙

≈
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𝑑 − 1 차원의 단위 구 위의 균일하게 분포된 랜덤 변수 𝑥 ∈ 𝕊𝑑−1에 대한 Lemma 2에서의 B bit에 의한 MSE 오차 함수 D(B)는

다음과 같은 하한이 성립한다.

Lemma 3. SLB for random point on hyper sphere

D 𝐵 ≥ 2−2𝐵/𝑑

Proof)

𝐴𝑑를 d-1 차원 구의 표면적이라고 하면, 균일한 분포의 entropy ℎ 𝑥 = log2 𝐴𝑑 이다.

Lemma 2의 ℎ(𝑥)에 이를 대입하면 다음을 얻을 수 있다.

𝐷 𝑝𝑋, 𝐵 ≥
𝑑

2𝜋𝑒
𝐴𝑑
2/𝑑

2(−2𝐵/𝑑)

Gamma 함수에 대한 Stirling’s approximation 공식을 사용하면 다음과 같다.

𝐴𝑑 =
2𝜋𝑑/2

Γ(
𝑑
2)

≥
2𝜋𝑒

𝑑

𝑑
2 2𝑑

𝜋
(1 − 𝑂(

1

𝑑
))
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Proof)

Lemma 3. SLB for random point on hyper sphere

𝐴𝑑에 2/𝑑 승을 취하면 다음과 같이 나타낼 수 있다.

𝐴𝑑
2/𝑑

≥
2𝜋𝑒

𝑑

2𝑑

𝜋
1 − 𝑂

1

𝑑

2/𝑑

여기서 2/𝑑 승 부분은 𝑑가 커짐에 따라 1로 수렴한다. 따라서 다음과 같이 𝐴𝑑
2/𝑑

의 범위를 구할 수 있다.

𝐴𝑑
2/𝑑

𝜌 ≳
2𝜋𝑒

𝑑

따라서 D(B)는 다음과 같은 하한선을 갖는다.

𝐷 𝑝𝑋, 𝐵 ≥
𝑑

2𝜋𝑒
𝐴𝑑
2/𝑑

2(−2𝐵/𝑑) ≳ 2(−2𝐵/𝑑)
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임의의 bit-width 𝑏 ≥ 1와 임의의 벡터 𝑥 ∈ 𝕊𝑑−1에 대해서, TurboQuant mse로 압축 및 복원한 벡터의 MSE 복원 오차는

다음과 같은 범위를 갖는다.

Theorem 1. Performance guarantee: TurboQuant mse

𝐷𝑚𝑠𝑒 ≔ 𝔼 ෤𝑥 𝑥 − ෤𝑥 2
2 ≤

3𝜋

2

1

4𝑏

Proof)

원본 벡터 𝑥와 복원 벡터 ෤𝑥 사이의 MSE error는 회전된 벡터 𝑦와 ෤𝑦사이의 거리와 동일하기 때문에 다음과 같이 계산할

수 있음.

𝐷𝑚𝑠𝑒 ≔ 𝔼 ෤𝑥 𝑥 − ෤𝑥 2
2

= 𝔼 𝑦 − ෤𝑦 2
2 = ෍

𝑗∈[𝑑]

𝔼[ 𝑦𝑗 − 𝑐𝑖𝑑𝑥𝑗
2
]

회전 변환에 의해 모든 좌표가 동일한 분포를 가지므로 모든 차원에 대한 평균은 특정 차원의 𝑑배와 동일한 값을 가짐

𝐷𝑚𝑠𝑒 = 𝑑𝔼[ 𝑦1 − 𝑐𝑖𝑑𝑥1
2
]
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Proof)

Theorem 1. Performance guarantee: TurboQuant mse

좌표 하나의 최적의 MSE는 centroid들을 결정하는 식인 𝒞(𝑓𝑋, 𝑏)와 같음. 따라서 MSE 오차 𝐷𝑚𝑠𝑒는 다음과 같음

𝐷𝑚𝑠𝑒 = 𝑑 ∙ 𝒞(𝑓𝑋, 𝑏)

고차원에서 𝑓𝑋의 분포가 정규분포에 수렴하기 때문에, 정규분포 𝒩(0,
1

𝑑
)에 대한 𝒞(𝑓𝑋, 𝑏) 값은 다음과 같다.

(Panter-Dite high-resolution formula)

𝒞 𝑓𝑋, 𝑏 ≤
1

12
න𝑓𝑋 𝑥 1/3𝑑𝑥

3

∙
1

4𝑏
=

3𝜋

2𝑑

1

4𝑏

따라서, MSE 오차 𝐷𝑚𝑠𝑒 는 다음과 같다.

𝐷𝑚𝑠𝑒 ≤
3𝜋

2

1

4𝑏
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Objective: minimize Inner product error

TurboQuant prod
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임의의 양의 정수 𝑑에 대해서 QJL은 다음과 같이 정의된다. 이때 𝑆 ∈ ℝ𝑑×𝑑는 정규분포 𝒩(0,1) 에서 i.i.d으로 샘플링된

random 행렬이다.

QJL: 1-bit inner product quantization (Quantized Johnson-Lindenstrauss)

𝑄𝑞𝑗𝑙 𝑥 ≔ sign 𝑆 ∙ 𝑥 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑛𝑦 𝑥 ∈ ℝ𝑑

𝑄𝑞𝑗𝑙
−1 𝑧 ≔

𝜋/2

𝑑
𝑆𝑇𝑧 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑛𝑦 𝑧 ∈ −1, +1 𝑑

임의의 벡터 𝑥 ∈ 𝕊𝑑−1와 𝑦 ∈ ℝ𝑑에 대하여 다음이 성립한다.

Lemma 4. Performance guarantee: QJL

𝔼 𝑦, 𝑄𝑞𝑗𝑙
−1 𝑄𝑞𝑗𝑙 𝑥 = 𝑦, 𝑥 𝑈𝑛𝑏𝑖𝑎𝑠𝑒𝑑

𝑉𝑎𝑟 𝑦, 𝑄𝑞𝑗𝑙
−1 𝑄𝑞𝑗𝑙 𝑥 ≤

𝜋

2𝑑
∙ 𝑦 2

2 (𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 𝐵𝑜𝑢𝑛𝑑)
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MSE Optimization은 Inner product가 더 작게 나오는 bias가 존재한다.

MSE optimization ≠ Inner product error optimization

Inner product error

𝑦, 𝑥 − 𝑦, ෤𝑥 = 𝑦, 𝑥 − ෤𝑥

만약 𝑟 = 𝑥 − ෤𝑥가 낮더라도, 𝑦와 𝑟의 방향에 따라서, inner product에 편향이 존재할 수 있다.

𝑖𝑛𝑛𝑒𝑟 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡 𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑏𝑖𝑎𝑠 = 𝔼[ 𝑦, 𝑟 ]
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예시) 1-bit MSE-optimal TurboQuant

MSE optimization ≠ Inner product error optimization

1-bit MSE-optimal TurboQuant의 코드북과 Quantization 함수는 다음과 같다.

codebook = −
2

𝜋𝑑
, +

2

𝜋𝑑

𝑄𝑚𝑠𝑒 𝑥 = sign Π𝑥 , 𝑄𝑚𝑠𝑒
−1 𝑧 =

2

𝜋𝑑
Π𝑇𝑧

𝑄𝑞𝑗𝑙
−1 𝑧 ≔

𝜋/2

𝑑
𝑆𝑇𝑧

따라서, MSE-optimal TurboQuant는 inner product error에 다음과 같은 bias가 존재한다.

𝔼 𝑦, 𝑄𝑚𝑠𝑒
−1 𝑄𝑚𝑠𝑒 𝑥 =

2

𝜋
𝑦, 𝑥
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MSE-optimal TurboQuant로 b-1 bit 압축 (idx)

Quantization

𝒙

𝐢𝐝𝐱

𝑑 × 32 𝑏𝑖𝑡𝑠

압축 오차 r을 1-bit QJL로 압축 (qjl, 𝛾)

෥𝒙𝒎𝒔𝒆

𝑑 × (𝑏 − 1) 𝑏𝑖𝑡𝑠

𝒓 = 𝒙 − ෥𝒙 𝐪𝐣𝐥

𝜸 = 𝒓

32 𝑏𝑖𝑡𝑠

× 𝑺

b-1 bits MSE-optimal TurboQuant 1 bits QJL on residual

𝑑 × 1 𝑏𝑖𝑡𝑠
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𝑖𝑑𝑥 정보로 MSE-optimal TurboQuant 복원 ( ෤𝑥𝑚𝑠𝑒)

Reconstruct

𝒙

𝐢𝐝𝐱

𝑞𝑗𝑙 벡터와 scale 𝛾로 residual 복원 ( ෤𝑥𝑞𝑗𝑙)

෥𝒙𝒎𝒔𝒆

𝐪𝐣𝐥

𝜸 ෥𝒙𝒒𝒋𝒍

두 벡터의 합으로 최종 벡터 복원 ( ෤𝑥 = ෤𝑥𝑚𝑠𝑒 + ෤𝑥𝑞𝑗𝑙)
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𝑏 ≥ 1 인 bit-width로 임의의 벡터 𝑥 ∈ 𝕊𝑑−1가 존재할 때, Turboquant prod를 통한 압축 결과인 𝑖𝑑𝑥 ∈ 2𝑏−1 𝑑와 𝑞𝑗𝑙 ∈ −1,1 𝑑, 

그리고 양수 𝛾를 통해 다시 복원된 벡터 ෤𝑥 ∈ ℝ𝑑는 다음을 만족한다.

Theorem 2. Performance guarantee: Turboquant prod

𝔼 ෤𝑥[ 𝑦, ෤𝑥 ] = 𝑦, 𝑥

𝐷𝑝𝑟𝑜𝑑 ≔ 𝔼 ෤𝑥 𝑦, 𝑥 − 𝑦, ෤𝑥 2 ≤
3𝜋2 ∙ 𝑦 2

2

𝑑
∙
1

4𝑏

Proof)

෤𝑥𝑚𝑠𝑒에 대한 𝑦, ෤𝑥 의 조건부 기댓값은 다음과 같다.

𝔼 𝑦, ෤𝑥 ෤𝑥𝑚𝑠𝑒 = 𝔼 ෤𝑥𝑞𝑗𝑙 𝑦, ෤𝑥𝑚𝑠𝑒 + ෤𝑥𝑞𝑗𝑙 ෤𝑥𝑚𝑠𝑒

= 𝑦, ෤𝑥𝑚𝑠𝑒 + 𝔼 ෤𝑥𝑞𝑗𝑙 𝑦, ෤𝑥𝑞𝑗𝑙 ෤𝑥𝑚𝑠𝑒

= 𝑦, ෤𝑥𝑚𝑠𝑒 + 𝑦, 𝑟 = 𝑦, 𝑥

최종적으로 기댓값을 계산하면 다음과 같다.

𝔼 ෤𝑥 𝑦, ෤𝑥 = 𝔼 ෤𝑥𝑚𝑠𝑒
𝔼 𝑦, ෤𝑥 ෤𝑥𝑚𝑠𝑒 = 𝔼 𝑦, 𝑥 = 𝑦, 𝑥
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Theorem 2. Performance guarantee: Turboquant prod

Proof)

෤𝑥𝑚𝑠𝑒에 대한 𝑦, 𝑥 − 𝑦, ෤𝑥 2 의 조건부 기댓값은 다음과 같다.

𝔼 𝑦, 𝑥 − 𝑦, ෤𝑥 2 ෤𝑥𝑚𝑠𝑒 = 𝔼 ෤𝑥𝑞𝑗𝑙 𝑦, 𝑥 − 𝑦, ෤𝑥mse + ෤𝑥𝑞𝑗𝑙
2
෤𝑥𝑚𝑠𝑒

= 𝔼 ෤𝑥𝑞𝑗𝑙 𝑦, 𝑟 − 𝑦, ෤𝑥𝑞𝑗𝑙
2
෤𝑥𝑚𝑠𝑒

= 𝔼 ෤𝑥𝑞𝑗𝑙 𝔼[ 𝑦, ෤𝑥𝑞𝑗𝑙 ] − 𝑦, ෤𝑥𝑞𝑗𝑙
2
෤𝑥𝑚𝑠𝑒

= 𝑉𝑎𝑟 𝑦, ෤𝑥𝑞𝑗𝑙 ෤𝑥𝑚𝑠𝑒 ≤
𝜋

2𝑑
∙ 𝑟 2

2 𝑦 2
2

최종적으로 기댓값을 계산하면 다음과 같다.

𝐷𝑝𝑟𝑜𝑑 = 𝔼 ෤𝑥𝑚𝑠𝑒
𝔼 𝑦, 𝑥 − 𝑦, ෤𝑥 2 ෤𝑥𝑚𝑠𝑒

≤
𝜋

2𝑑
∙ 𝑦 2

2𝔼 𝑥 − ෤𝑥𝑚𝑠𝑒 2
2

=
𝜋

2𝑑
∙ 𝑦 2

2𝐷𝑚𝑠𝑒 =
3𝜋2 ∙ 𝑦 2

2

𝑑
∙
1

4𝑏
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임의의 quantization 알고리즘 𝑄: 𝕊𝑑−1 → 0,1 𝑏∙𝑑와 복원 과정 𝑄−1: 0,1 𝑏∙𝑑 → ℝ𝑑에 대해서 다음을 만족시키는 𝑥 ∈ 𝕊𝑑−1 , 𝑦 ∈

𝕊𝑑−1이 존재한다.

Theorem 3. Lower bound on best achievable compression distortion

𝐷𝑚𝑠𝑒 𝑄 ≔ 𝔼 𝑥 − 𝑄−1𝑄(𝑥)) 2
2 ≥

1

4𝑏

𝐷𝑝𝑟𝑜𝑑 𝑄 = 𝔼 𝑦, 𝑥 − 𝑦, 𝑄−1𝑄(𝑥)) 2 ≥
1

𝑑
∙
1

4𝑏

distortion이 최소인 방법은 아니지만, 거의 최소인 방법이다. (Near-Optimal)

TurboQuant는 Near-Optimal Quantization이다.

𝐷𝑚𝑠𝑒 ≤
3𝜋

2

1

4𝑏

𝐷𝑝𝑟𝑜𝑑 =
3𝜋2 ∙ 𝑦 2

2

𝑑
∙
1

4𝑏
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DBpedia Entities dataset

Dataset

OpenAI3 embeddings (1536-dim)

Model

Needle-In-A-Haystack Test

Llama-3.1-8B-Instruct, Ministral-7B-Instruct

LongBench-V1
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Error distribution
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Error distribution (OpenAI3, Dbpedia) 

mse는 bias가 있는 반면에, prod는 없음
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Variance of Distortion
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Turboquant prod는 분산이 inner product와 무관함

Variance of Distortion (OpenAI3, Dbpedia) 

Turboquant mse는 inner product에 비례하는 bias를 가짐
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Theoretical Bounds
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Theoretical Inner-product error and MSE

충분한 bandwidth가 주어진 경우 mse가 더 좋음

Bandwidth가 커질수록 이론적 상한선에 수렴
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Needle-In-A-Haystack test

31

긴 token 속에서 답을 찾는 task

4-bit 설정에서 압축하지 않은 모델과 동일한 성능 달성



ExperimentsIntroduction MethodPreliminary Conclusion

LongBench-V1

32

KV Cache를 압축하면 LLM의 성능이 얼마나 유지되는가

6배 적은 KV Cache 메모리로 거의 유사한 성능 달성
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Quantization Time & Near Neighbour Search

33

Quantization Time & Search



Introduction MethodPreliminary Experiments Conclusion 34

Conclusion

TurboQuant 알고리즘

고차원 벡터를 효율적으로 압축하기 위한 방법 제시

MSE optimization의 bias, QJL의 variance에 대한 지적

b-1 bit로 MSE로 압축 후 QJL로 bias를 제거하는 방법을 제안

효율적인 압축 방법

압축을 위한 데이터 학습 X (random matrix 활용)

빠르고 효율적인 압축 과정



Thank you
Dooyoung Kim

(kdysunleo98@gmail.com)

질문 https://forms.gle/LtvyMJ7BFwMKpWtz8 피드백 https://forms.gle/PAmxLQnRBZVhAMaw8

응답 https://docs.google.com/spreadsheets/d/1uWyc0pUfQOwTTZUDyY3gxlmU5xcFro90kKJKOcDitnk/edit?usp=sharing

https://forms.gle/LtvyMJ7BFwMKpWtz8
https://forms.gle/PAmxLQnRBZVhAMaw8
https://docs.google.com/spreadsheets/d/1uWyc0pUfQOwTTZUDyY3gxlmU5xcFro90kKJKOcDitnk/edit?usp=sharing


Appendix A. Lemma 2 (증명)

Lemma 2. Shannon Lower Bound (SLB, Shannon’s lossy source coding theorem)

확률 분포 𝑝𝑋를 따르고 유한한 미분가능 엔트로피 ℎ(𝑥)를 갖는 랜덤 벡터 𝑥 ∈ ℝ𝑑 에 대해서, 𝐵 bit로 압축 후 복원한 벡터

𝑦와의 MSE 오차 𝐷(𝑝𝑋, 𝐵)는 다음과 같다.

𝐷 𝑝𝑋, 𝐵 ≔ inf{𝔼 𝑥 − 𝑦 2
2 : 𝐼 𝑥; 𝑦 ≤ 𝐵}

이때 𝐷(𝑝𝑋, 𝐵) 는 mutual information 𝐼(𝑥; 𝑦)가 최대 𝐵인 모든 𝑥와 𝑦의 결합분포의 infimum(하한)이며, 다음과 같은 값을

갖는다.

𝐷 𝑝𝑋, 𝐵 ≥
𝑑

2𝜋𝑒
2

2
𝑑 (ℎ 𝑥 −𝐵)
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Proof)

조건 𝐼 𝑥; 𝑦 ≤ 𝐵를 풀어서 쓰면 조건부 엔트로피 ℎ(𝑥|𝑦)를 다음과 같이 구할 수 있음

𝐼 𝑥; 𝑦 = ℎ 𝑥 − ℎ 𝑥 𝑦 ≤ 𝐵

ℎ 𝑥 𝑦 ≥ ℎ 𝑥 − 𝐵

복원 오차 𝑒를 𝑥와 𝑦의 차이로 정의하면 다음이 성립함.

𝑥 = 𝑦 + 𝑒

ℎ 𝑥 𝑦 = ℎ 𝑒 𝑦

ℎ 𝑒 ≥ ℎ 𝑒 𝑦 = ℎ 𝑥 𝑦 ≥ ℎ 𝑥 − 𝐵

주어진 MSE에서 엔트로피를 최대화 하는 분포는 Gaussian 분포임. (분산이 𝜎2로 고정된 경우, 증명 Appendix @)

Gaussian 분포를 따르는 𝑒 ∼ 𝒩 0, 𝜎2𝐼 의 엔트로피는 다음과 같음.

ℎ 𝑒 =
𝑑

2
log(2𝜋𝑒𝜎2)
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Proof)

MSE는 오차 e에 대한 제곱 평균이므로 다음과 같이 표현할 수 있음

D = 𝔼 𝑒 2
2 = 𝑑𝜎2

𝜎2 =
𝐷

𝑑

따라서 다음과 같은 관계가 성립함

𝑑

2
log(2𝜋𝑒

𝐷

𝑑
) = ℎ(𝑒) ≥ ℎ 𝑥 − 𝐵

양변을 정리 후, 지수를 취하면

log(2𝜋𝑒
𝐷

𝑑
) ≥

2

𝑑
(ℎ 𝑥 − 𝐵)

2𝜋𝑒
𝐷

𝑑
≥ 2

2
𝑑 ℎ 𝑥 −𝐵

𝐷 ≥
𝑑

2𝜋𝑒
2
2
𝑑(ℎ 𝑥 −𝐵)



Appendix B. 주어진 분산 𝝈𝟐 내 최대 엔트로피를 갖는 분포 증명

Proof) 주어진 분산 𝝈𝟐 내 최대 엔트로피를 갖는 분포는 Gaussian이다.

연속확률변수 𝑋에 대한 확률 분포 𝑝(𝑥)가 다음과 같은 성질을 갖는다.

𝔼 𝑋 = 0, 𝑉(𝑋) = 𝜎2

동일한 평균 및 분산을 갖는 Gaussian 분포를 𝑞(𝑥)로 정의하면 다음과 같다.

𝑞 𝑥 =
1

2𝜋𝜎2
exp(−

𝑥2

2𝜎2
)

𝑝(𝑥)와 𝑞(𝑥)의 KL Divergence는 다음과 같다.

𝐷𝐾𝐿(𝑝| 𝑞 = න𝑝 𝑥 log
𝑝 𝑥

𝑞 𝑥
𝑑𝑥 ≥ 0
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Proof) 주어진 분산 𝝈𝟐 내 최대 엔트로피를 갖는 분포는 Gaussian이다.

이를 𝑝(𝑥)에 대한 엔트로피로 표현하면 다음과 같다.

−න𝑝 𝑥 log 𝑝 𝑥 𝑑𝑥 ≤ −න𝑝 𝑥 log 𝑞 𝑥 𝑑𝑥

ℎ 𝑝 ≤ −න𝑝 𝑥 log 𝑞(𝑥) 𝑑𝑥

Gaussian 𝑞(𝑥)에 log를 취하면,

log 𝑞(𝑥) = −
1

2
log 2𝜋𝜎2 −

𝑥2

2𝜎2

−න𝑝 𝑥 log 𝑞 𝑥 𝑑𝑥 = −𝔼𝑝 log 𝑞 𝑋 =
1

2
log 2𝜋𝜎2 +

𝔼𝑝 𝑋2

2𝜎2



Appendix B. 주어진 분산 𝝈𝟐 내 최대 엔트로피를 갖는 분포 (증명)

Proof) 주어진 분산 𝝈𝟐 내 최대 엔트로피를 갖는 분포는 Gaussian이다.

𝑞 𝑥 는 평균이 0, 분산이 𝜎2인 분포이므로,

𝔼𝑝 𝑋2 = 𝜎2

−න𝑝 𝑥 log 𝑞 𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
log 2𝜋𝜎2 +

1

2
=
1

2
log 2𝜋𝑒𝜎2

따라서, 𝑞(𝑥)의 엔트로피 ℎ(𝑝)는 다음과 같은 범위를 갖는다.

ℎ 𝑞 ≤
1

2
log 2𝜋𝑒𝜎2

즉, 𝑞(𝑥)의 엔트로피는 𝑞(𝑥)가 Gaussian 분포일 때 최댓값
1

2
log 2𝜋𝑒𝜎2 을 갖는다.

(KL Divergence의 등호 성립조건 = 분포가 동일)
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Proof)

𝑥를 quantization 후 다시 복원한 벡터는 다음과 같다.

𝑄𝑞𝑗𝑙
−1 𝑄𝑞𝑗𝑙 𝑥 =

𝜋/2

𝑑
𝑆𝑇𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑆𝑥)

𝑦와 내적을 취한 결과는 다음과 같다.

𝑦, 𝑄𝑞𝑗𝑙
−1 𝑄𝑞𝑗𝑙 𝑥 =

𝜋/2

𝑑
𝑦, 𝑆𝑇sign(𝑆𝑥)

=
𝜋/2

𝑑
𝑆𝑦, sign(𝑆𝑥)

Random matrix 𝑆의 row 단위로 쓰면 다음과 같이 표현할 수 있다.

𝑦, 𝑄𝑞𝑗𝑙
−1 𝑄𝑞𝑗𝑙 𝑥 =

1

𝑑
෍

𝑖=1

𝑑

𝜋/2 𝑠𝑖
𝑇𝑦 sign(𝑠𝑖

𝑇𝑥)
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Proof)

각 row를 하나의 random 변수 𝑧𝑖로 정의하면, 𝑠𝑖가 서로 독립이기 때문에 𝑧𝑖들도 서로 독립이고 동일한 분포를 갖는다.

𝑧𝑖 = 𝜋/2 𝑠𝑖
𝑇𝑦 sign(𝑠𝑖

𝑇𝑥)

y를 x방향과 수직인 방향으로 나누면, 𝑦 = 𝑦, 𝑥 𝑥 + 𝑦⊥이고, 이를 활용하면 다음과 같다.

𝔼 𝑠𝑖
𝑇𝑦 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑠𝑖

𝑇𝑥 = 𝑦, 𝑥 𝔼 𝑠𝑖
𝑇𝑥 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑠𝑖

𝑇𝑥 + 𝔼[ 𝑠𝑖
𝑇𝑦⊥ 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑠𝑖

𝑇𝑥)]

= 𝑦, 𝑥 𝔼 𝑠𝑖
𝑇𝑥 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑠𝑖

𝑇𝑥 + 0 = 𝑦, 𝑥 𝔼[|𝑠𝑖
𝑇𝑥|]

𝑠𝑖 ∼ 𝒩(0, 𝐼)이기 때문에 다음이 성립한다.

𝔼 𝑠𝑖
𝑇𝑥 = 2/𝜋

따라서 𝑧𝑖들의 평균을 구하면 다음과 같다.

𝑦, 𝑄𝑞𝑗𝑙
−1 𝑄𝑞𝑗𝑙 𝑥 =

1

𝑑
෍

𝑖=1

𝑑

𝔼[𝑧𝑖] = 𝑦, 𝑥 (𝑈𝑛𝑏𝑖𝑎𝑠𝑒𝑑𝑛𝑒𝑠𝑠)
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Proof)

𝑧𝑖의 분산을 계산을 계산하면 다음과 같다.

𝑉𝑎𝑟(𝑧𝑖) =
𝜋

2
𝑉𝑎𝑟 𝑠𝑖

𝑇𝑦 sign 𝑠𝑖
𝑇𝑥

분산은 항상 제곱 평균보다 작으므로 다음이 성립한다.

𝑉𝑎𝑟 𝑠𝑖
𝑇𝑦 sign 𝑠𝑖

𝑇𝑥 ≤ 𝔼[ 𝑠𝑖
𝑇𝑦

2
sign 𝑠𝑖

𝑇𝑥
2
]

sign 𝑠𝑖
𝑇𝑥

2
은 항상 1이기 때문에 다음이 성립한다.

𝔼 𝑠𝑖
𝑇𝑦

2
sign 𝑠𝑖

𝑇𝑥
2
= 𝔼 𝑠𝑖

𝑇𝑦
2

𝑠𝑖 ∼ 𝒩 0, 𝐼 이므로 𝑠𝑖
𝑇𝑦 ∼ 𝒩 0, 𝑦 2

2 이고 분산의 상한선은 다음과 같다.

𝑉𝑎𝑟 𝑦, 𝑄𝑞𝑗𝑙
−1 𝑄𝑞𝑗𝑙 𝑥 =

1

𝑑2
෍

𝑖=1

𝑑

𝑉𝑎𝑟(𝑧𝑖) ≤
𝜋

2𝑑
∙ 𝑦 2

2 (𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒 𝐵𝑜𝑢𝑛𝑑)
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