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Math Domain Pretraining

수학 데이터셋을 구축하는 파이프라인 제시

Seed 수학 데이터 구축 -> FastText Model 학습 -> Common Crawl 데이터셋에서 수학 관련 페이지 추출 -> 수학 관련

도메인 탐지 -> 수학 관련 URL을 Tagging -> Seed 수학 데이터 구축

Pretraining

일반적인 Language Modeling 능력을 학습

SFT (Instruction tuning)

수학 문제 + 풀이 데이터로 instruction tuning

RL (GRPO)

추론 능력 강화를 위한 강화학습 수행

PPO는 LLM에서 잘 동작하지 않음

이를 해결하기 위한 새로운 알고리즘 제안
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Pretraining (General + Math Domain)

High Quality 사전학습 데이터셋 구축 (Table 1)

다양한 수학 벤치마크에서 좋은 성능을 달성 (Table 2)

자연어 이해 능력 역시 준수한 성능을 달성 (Table 4)
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Policy Optimization
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Policy Optimization in LLM

Definition

𝝅 : Policy (LLM)

𝒔𝒕 : State (Input prompt + 지금까지 생성한 token)

𝒂𝒕 : Action (다음 token 생성)
෡𝑨𝒊,𝒕 : Advantage (Action에 대한 보정된 reward)

𝝉𝒊 𝑜𝑟 𝒐𝒊 : Episode or Trajectory (생성된 output sequence)

𝒓𝒕 : Reward (정답 여부 or 선호도 등)

RL Framework

특정 Trajectory를 생성

Trajectory에 대한 Reward 계산

생성된 각 token에 대해서 Advantage를 계산

계산된 Advantage를 가중치로 하여 학습

Input A B C D E

B C D E FA

LLM
(Policy Model)

Action

Reward

Advantage

State

Episode(trajectory)



Introduction Preliminary Method Experiments Conclusion

Proximal Policy Optimization Algorithms (PPO)
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Weakness of PPO

Value Model의 필요성

PPO 및 기존의 RL 방법론은 Policy Model과 Value Model이 필요함

Policy Model = 실제 학습하고자 하는 모델

Value Model = Policy 모델의 학습에 필요한 보조 모델 (Advantage 계산)

일반적으로 Value Model은 Policy Model과 비슷한 크기를 가짐 (메모리 비효율적)

Reward의 구조적 문제

기존의 강화학습 알고리즘은 action sequence 중간에 부분적인 reward가 발생하는 상황을 가정

일반적인 LLM에서는 reward가 output이 완성되는 순간에 집중됨 (정답 영역)

Value Model은 중간 step에 대한 reward 값을 마지막 토큰의 reward를 기반으로 예측 (학습 난이도)

መ𝐴𝑡 = 𝛿𝑡 + 𝛾𝜆 𝛿𝑡+1 +⋯+ 𝛾𝜆 𝑇−𝑡+1𝛿𝑇−1
𝛿𝑡 = 𝑟𝑡 + 𝛾𝑉 𝑠𝑡+1 − 𝑉(𝑠𝑡)

Value Modelreward
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Group Relative Policy Optimization (GRPO)
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Value Model 제거

GRPO

Sampling된 group의 평균 점수를 baseline으로 사용
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Group Relative Policy Optimization (GRPO)
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Sampling multiple outputs

GRPO

Question: Weng earns $12 an 
hour for babysitting. Yesterday, 

she just did 50 minutes of 
babysitting. How much did she 

earn?

LLM
(Policy Model)

Think: 50 minutes is 0.5 hours. So, 
0.5 hours * 12 $/hours = 6$

Answer: 6$

Think: 50 minutes is 5/6 hours. So, 
(5/6) * 12 = 10

Answer: 10$

Think: Weng did 50 minutes of 
babysitting. So, 50 * 12 = 600

Answer: 600$

Think: Weng earns $0.2 an minutes 
for babysitting. So, 50 * 0.2 = 10

Answer: 10$

하나의 input에 대해서 여러 output을 생성

Group = 특정 문제에 대한 N개 output의 집합

4 𝑡𝑟𝑎𝑗𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑒𝑠

Trajectory Sampling
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Group Relative Policy Optimization (GRPO)
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Calculate Advantage

GRPO

Think: 50 minutes is 0.5 hours. So, 
0.5 hours * 12 $/hours = 6$

Answer: 6$

Think: 50 minutes is 5/6 hours. So, 
(5/6) * 12 = 10

Answer: 10$

Think: Weng did 50 minutes of 
babysitting. So, 50 * 12 = 600

Answer: 600$

Think: Weng earns $0.2 an minutes 
for babysitting. So, 50 * 0.2 = 10

Answer: 10$

각 Trajectory에 대한 Reward를 계산

Group 내 reward를 기반으로 Advantage 계산 (group 내 reward 정규화)
መ𝐴𝑖,𝑡 = ǁ𝑟𝑖 =

𝑟𝑖 −mean(𝑟)

std(𝑟)

𝑟0 = 0

𝑟1 = 1

𝑟2 = 0

𝑟3 = 1

mean 𝑟 = 0.5

std 𝑟 = 0.5

መ𝐴0,𝑡 = −1

መ𝐴1,𝑡 = 1

መ𝐴2,𝑡 = −1

መ𝐴3,𝑡 = 1
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Group Relative Policy Optimization (GRPO)
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Objective Function

GRPO

PPO에서 사용한 Clipping + min 함수 구조를 사용

KL divergence term을 reward와 분리
InstructGPT 등 일반적으로 LLM의 PPO에서 reward에 KL divergence term을 추가

Reward signal 왜곡

복잡한 advantage 계산 과정

𝒥𝐺𝑅𝑃𝑂 = 𝔼𝑞~𝑃 𝑄 , 𝑜𝑖 𝑖=1
𝐺 ~𝜋𝜃𝑜𝑙𝑑(𝑂|𝑞)

1

𝐺
෍

𝑖=1

𝐺
1

|𝑜𝑖|
෍

𝑡=1

|𝑜𝑖|

min[𝑟𝑡 𝜃 መ𝐴𝑖,𝑡 , 𝑐𝑙𝑖𝑝(𝑟𝑡 𝜃 , 1 − 𝜖, 1 + 𝜖) መ𝐴𝑖,𝑡] − 𝛽𝔻𝐾𝐿[𝜋𝜃||𝜋𝑟𝑒𝑓]

𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒 መ𝐴𝑖,𝑡 = ǁ𝑟𝑖 =
𝑟𝑖 −mean(𝑟)

std(𝑟)
,

𝔻𝐾𝐿[𝜋𝜃| 𝜋𝑟𝑒𝑓 =
𝜋𝑟𝑒𝑓 𝑜𝑖,𝑡 𝑞, 𝑜𝑖,<𝑡

𝜋𝜃 𝑜𝑖,𝑡 𝑞, 𝑜𝑖,<𝑡
− log

𝜋𝑟𝑒𝑓 𝑜𝑖,𝑡 𝑞, 𝑜𝑖,<𝑡

𝜋𝜃 𝑜𝑖,𝑡 𝑞, 𝑜𝑖,<𝑡
− 1

질문 q에 대해서

output group O을 샘플링 (G개)
Token별 평균

PPO의 목적 함수와 동일 (Advantage 계산이 다름)

Unbiased KL divergence estimator (Schulman, 2020)

- unbiased / positive / low variance 
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Experiments Setting
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SFT

GSM8K + MATH (en) / Chinese K-12 (ch)

Dataset

RL

Policy Model: GSM8K and MATH

Reward Model: (Wang et al,, 2023)

DeepSeekMath-Instruct 7B, DeepSeekMath-Instruct 1.3B

Model

GRPO hyperparameters

64 samples / KL coefficient 𝛽: 0.04

General hyperparameters

Learning rate: 1e-6 / max_length: 1024 / training batch size: 1024

Hyperparameters
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Code Affects Mathematical Reasoning
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Mathematical reasoning under different training settings

Code vs Normal Text

Training method

Effect of Code data
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Code & Math Training Affects Model Capability

13

Language understanding, reasoning, coding under different training settings

Code vs Normal Text

Training method

Effect of Code data
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Performance of Open- and Closed-Source models
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Chain-of-Thought (CoT) Reasoning

Tool-Integrated Reasoning

Reasoning + Answer

Using Tool ex) python interpreter
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RFT vs GRPO
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Rejection Sampling Fine-tuning (RFT)

OS (only 정답) vs PS (풀이 과정)

여러 output을 생성하여, 정답인 trajectory만 학습 (틀린 시퀀스 가중치 = 0)

PS가 step-wise로 reward를 계산하기 때문에 더 유의미한 학습 signal을 제공 (credit assignment)

Offline (고정된 샘플) vs Online (매번 샘플링)
Online RL이 현재 모델 분포에서 샘플을 생성하므로 더 유의미한 학습 signal 제공 (Reward 모델 역시 업데이트 필요 Figure 6) 
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RL is Mass Reallocation
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Pass@K vs Maj@K

Pass@K: K개의 output 중에서 정답이 있는가?

Maj@K: K개의 output 중에서 Majority한 답이 정답인가?

Pass@1에서 RL > SFT

=> 정답의 확률을 올린다

∆Maj@K

=> 정답들이 높은 rank에 있다

Maj@6 = 1 Maj@6 = 1
Maj@3 = 0 Maj@3 = 1

Ranking A Ranking B

<∆Maj@K의 의미>
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Conclusion

Code + Math Domain에서의 사전학습 필요성

GRPO 알고리즘을 제안

강화학습에 대한 분석

RFT vs GRPO : 틀린 시퀀스에 대한 확률 감소로 유의미한 성능 향상

RL은 Mass Reallocation으로 볼 수 있다

Online RL > Offline RL : 현재 정책에 맞는 분포와 리워드를 활용하여 유의미한 개선 (effectiveness vs efficiency tradeoff)

가능하면 Process 단위의 Reward를 제공 (output score만 사용하는 환경 = RLVR)

PPO의 Value 모델 제거

여러 output을 Sampling하여 Group 구성, 그룹 내 리워드를 정규화하여 Advantage로 사용



Thank you
Dooyoung Kim

(kdysunleo98@gmail.com)

질문 https://forms.gle/LtvyMJ7BFwMKpWtz8 피드백 https://forms.gle/PAmxLQnRBZVhAMaw8

응답 https://docs.google.com/spreadsheets/d/1uWyc0pUfQOwTTZUDyY3gxlmU5xcFro90kKJKOcDitnk/edit?usp=sharing

https://forms.gle/LtvyMJ7BFwMKpWtz8
https://forms.gle/PAmxLQnRBZVhAMaw8
https://docs.google.com/spreadsheets/d/1uWyc0pUfQOwTTZUDyY3gxlmU5xcFro90kKJKOcDitnk/edit?usp=sharing
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